SOBRE OS PUZZLES COM POLIEDROS E NUMEROS

JORGE REZENDE

1. INTRODUGAO

Publicou a SPM, em 2001, um conjunto de jogos didacticos intitulado
Puzzles com poliedros e nimeros [2]. Trata-se de um conjunto de sete car-
tolinas com oito puzzles, envolvendo poliedros, para construir. Qualquer
pessoa com idade e conhecimento suficientes para manipular as cartolinas
e capacidade de identificar niimeros, esta em condicoes de tirar proveito
destes jogos, mesmo que nao disponha de cultura matematica. Os puzz-
les podem ser feitos por tentativas, e diversas tarefas simples podem ser
propostas por educadores que tenham conhecimentos mais aprofundados.

Para aqueles que possuam ja conhecimentos matematicos, de nivel
secundario ou superior, os puzzles podem suscitar questoes, que vao des-
de as mais elementares as mais complexas, envolvendo, por exemplo, o
célculo combinatdrio, a teoria dos grupos (incluindo os grupos de sime-
trias e os grupos de permutacoes), a programagao. O objectivo deste
trabalho é o de, através de exemplos simples, apontar alguns dos cami-
nhos possiveis. Ver também as referéncias [1] e [3].

2. DEFINIGAO DE PUZZLES PELA VIA DO CALCULO COMBINATORIO

Consideremos, para simplificar, um poliedro platonico. Tem faces que
sao poligonos regulares. Construamos placas com o mesmo formato e
tamanho das faces do poliedro. Adjacentemente aos lados dessas placas-
poligonos desenhemos niimeros 1,2, ...,n, como indicam as figuras 1,2 e
3. Suponhamos que em cada placa os nimeros sao todos distintos. Seja j
o nimero de lados das placas: j = 3 nos casos do tetraedro, do octaedro
e do icosaedro; 5 = 4 no caso do cubo; j = 5 no caso do dodecaedro.

Quantas placas diferentes é possivel construir desta forma? FEis aqui
uma questao que pode servir de exercicio de calculo combinatério, e,
para a qual, ha muitas variantes. Como no caso dos puzzles editados
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pela SPM as placas estao, efectivamente, desenhadas, podem aqueles
servir de estimulo a imaginacao.

Sendo v o numero de placas diferentes a resposta a pergunta é a
seguinte:

a) Para j =3 en =3, entdo v = 2 (ver figura 1).

b) Para j = 3 en =4, entdo v = 8 (ver figura 2); 8 é precisamente
o numero de faces do octaedro. D& origem ao puzzle do
octaedro.

c) Para j =3 en =5, entdo v = 20; 20 é precisamente o niimero
de faces do icosaedro. D4 origem ao puzzle (1) do icosaedro.

d) Para j =3 e n =6, entdao v = 40; 40 é precisamente o dobro
do nimero de faces do icosaedro.

e) Para j =4 en =4, entdo v = 6 (ver figura 3); 6 é precisamente
o nimero de faces do cubo. Da origem ao puzzle do cubo.

f) Para j =5 e n =25, entdo v = 24; 24 é precisamente o dobro
do nimero de faces do dodecaedro.

A féormula geral é

Um facto que imediatamente ressalta é a relagao tao estreita entre
o numero de possibilidades v para as placas e o nimero de faces
dos diferentes poliedros. Desta simples observagao parte a ideia para
a construcao dos puzzles, com a conviccao de algo de matematicamente
relevante podera dai resultar.

Fixemo-nos, daqui para diante, no caso do octaedro. Com j = 3 e
n = 4, temos 8 placas distintas (figura 2), que constituem o puzzle do
octaedro. Fazer o puzzle (ou obter uma solu¢ao do puzzle), consiste em
colocar cada placa sobre uma face do octaedro de modo a que adjacen-
temente a cada aresta fique o mesmo nimero.

FiGura 1.
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3. O OCTAEDRO: NOTACOES, PLANIFICACOES, SOLUGOES

A figura 4 representa um octaedro centrado na origem. O conjunto
das arestas estd notado E = {ej,ey,...,e12}. Notamos com a letra F o
conjunto das faces.

As figuras 5 e 6 representam duas planificagoes diferentes do octaedro
com as arestas bem identificadas.
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A figura 7 tem duas representacoes da mesma solucao do puzzle do
octaedro. A primeira representacao é uma planificacdo do puzzle tal
como na pratica se faz. A segunda representacao é mais esquematica e
poe em evidéncia que uma solugao do puzzle associa a cada aresta um
nimero do conjunto {1,2,3,4}.

De facto dar uma solugao do puzzle implica dar uma funcao € : £ —
{1,2,3,4} (a reciproca nao é verdadeira). Diremos que esta funcao ¢ é
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uma solucao do puzzle. No caso da figura 7, ¢ é a seguinte funcao:

e1r—4 eg—1 e3—2 e —3
est— 2 eg—3 er—4 egr—1 .,
€9|—>3 61()'—>4 611'—>1 612I—>2

4. OS PUZZLES E A TEORIA ELEMENTAR DOS GRUPOS

4.1. O grupo das permutacoes. Seja n € N. O grupo das permu-
tagoes de {1,2,...,n}, Sy, é o conjunto das bijecgdes o : {1,2,...,n} —



6 JORGE REZENDE

{1,2,...,n}, com a composigao de fungdes como operagao interna. Usa~
se a notagdo: o; 0 0y = 0105. A identidade designa-se aqui por oy:
oo(1) =1,00(2) =2,...,00(n) =n.

Escreve-se 0 = (jag -+~ ag) -+ (8182 -+ - 1), se

olo) = ag,o(e) =az,...,o(ar) =ag, ...,

(1) = P2,0(B2) = B3, ...,0(Bk) = B

em que aq, g, ..., Oy ..oy B, By B € {1,2,... n}.
Seye{l,2,...,n}\A{a1, 9, ...,k ..., 01,02, ..., 0}, entdo o(y) =

.
No caso do octaedro interessa a situagao em que n = 4. No que se

segue a, b, ¢, d sao distintos elementos de {1,2,3,4}. Sy, grupo de ordem
24, é composto por oy, pelos 6 elementos do tipo (abcd), pelos 8 elementos
do tipo (abc), pelos 3 elementos do tipo (ab)(cd) e pelos 6 elementos do
tipo (ab).

4.2. O grupo do octaedro. O grupo do octaedro, €2, é constituido
por todas as isometrias w de R®, que associam vértices a vértices e,
consequentemente, arestas a arestas, faces a faces. Usa-se a notacao:
Wi O Wy = wiwy. Se w € (), entao w induz fungoes bijectivas F© — F,
E — FE, que, por abuso de notagao, designamos pela mesma letra w.
Note-se que nem todas as bijeccoes F' — F', E — FE, correspondem a
elementos de €.

Um elemento de €2 é, por exemplo, a simetria central w(z,y,z) =
—(z,y, z), que induz a aplicagdo w : £ — F

w<€1> = €11 w(eg) = €12 w<€3) = €9 w(e4) = €10
wles) =er wleg) =es wler) =e5 wleg) =eq .
w(eg) =e3 wlew) =es wlen) =e wlen) = e

A simetria central tem determinante —1. As simetrias de determinante
1 (Q1), podem ser vistas assim: transporta-se uma face pré-escolhida de
modo a coincidir com uma das oito faces do octaedro; como ha trés
maneiras de as fazer coincidir (sao triangulos equildteros), ha ao todo
24 (3 x 8) simetrias de determinante 1. A figura 8 mostra uma dessas
simetrias. Nesse caso a funcao w : £ — F, é a seguinte:

wle) =es wler) =er wlez) =en wles) = eg
wles) =e3 w(es) =en wler) =ey  wles) =er .
w<€9) = €2 w(elo) — € w(en) = €10 a}(612) = €5
A vantagem desta forma de ver as simetrias de Q" estd em

que ela pode ser facilmente adaptada a outros poliedros, e ser
usada na sua computacao num programa informatico.
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FI1GURA 8.

Outra maneira de contar as simetrias de Q% ¢ a seguinte: a identidade
(1); as rotagoes de 90°, 180°, 270° em torno dos trés eixos que unem
vértices opostos (9); as rotagoes de 180° em torno dos seis eixos que
unem arestas opostas (6); as rotagoes de 120° e 240° em torno dos quatro
eixos que unem os centros de faces opostas (8).

As simetrias de determinante —1 (€27) s@o as composi¢oes das sime-
trias de Q" com a simetria central. O cardinal de €, a ordem de €, é,
consequentemente, 48.

Vejamos dois exemplos:

a) Consideremos, nas figura 9 e 10, as rotagdes de 0°, 90°, 180° e 270°
em torno em torno do eixo dos zz. Formam um subgrupo de Q* de ordem
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quatro. A accao destas rotagoes sobre as faces do octaedro leva qualquer
face verde a ocupar, sucessivamente, o lugar de todas as outras faces
verdes e qualquer face roxa a ocupar, sucessivamente, o lugar de todas
as outras faces roxas. O conjunto das faces verdes e o conjunto das faces
roxas constituem as drbitas dessa acgao (ver figura 10). H4, portanto,
duas érbitas, cada uma com quatro elementos. Exprime-se isto dizendo,
relativamente a ac¢ao deste subgrupo, que é do tipo (1,2x4). A primeira
componente, o 1, refere-se ao determinante.

b) Consideremos, nas figuras 9 e 11, as rotagoes de 0°, 120° e 240°
em torno do eixo dos ww. Formam um subgrupo de QF de ordem trés.
A acgao destas rotagoes sobre as faces do octaedro mantém tanto a face
verde como a amarela (que é a oposta a verde) e leva qualquer face azul a
ocupar, sucessivamente, o lugar de todas as outras faces aziis e qualquer
face roxa a ocupar, sucessivamente, o lugar de todas as outras faces
roxas. O conjunto constituido pela face verde, o conjunto constituido
pela face amarela, o conjunto das faces aziis e o conjunto das faces roxas
constituem as drbitas dessa ac¢do (ver figura 11). H4, portanto, quatro
orbitas, duas com trés elementos cada, e duas com um unico elemento
cada. Exprime-se isto dizendo, relativamente a ac¢ao deste subgrupo,
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que é do tipo (1,2 x 142 x 3). A primeira componente, o 1, refere-se ao
determinante.
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4.3. O grupo das placas. O grupo das placas do puzzle do octaedro
é SZ: = {—171} X 54. Se (51,0’1), (52,0’2) € Sflt, entao ((51,0’1)(52,0'2) =
(0109, 0103). Este grupo actua sobre as placas do puzzle da forma que a
figura 12 descreve sendo s; = (1,0), so = (=1,0), a; = o(a), by = o(b),
c =o(c).

Ficura 12.

Vejamos dois exemplos:

a) Se s = (1,(1234)), ver figura 13.

Neste caso s = 0 = (1234), e Ay = 0(Ap), Az = 0(A1), A3 = 0(Ay),
AQ = O'(Ag), Bl = O'(Bo), Bg = O'(Bl), Bg = O'(BQ), Bo = O'(Bg). Os
conjuntos { Ay, A1, Ay, A3}, {Bo, B1, B2, B3}, sdo as dérbitas da acgao do
subgrupo, de ordem quatro, gerado por s = o = (1234), no conjunto
das placas. Exprime-se isto dizendo, relativamente a acgao do subgrupo
gerado por s, que é do tipo (1,2 x 4). A primeira componente, o 1,
refere-se a primeira componente de s.

b) Se s = (1, (123)), ver figura 14.

Neste caso s = 0 = (123), e A = o(A), B = o(B), C; = o(Cy),
02 = 0'(01), CO = 0'(02)7 D1 = O'(D())7 D2 = U(D1)7 DO = O'(DQ). Os
conjuntos {A}, {B}, {Co, C1,Cs}, { Do, D1, Do}, s@o as érbitas da acgao
do subgrupo, de ordem trés, gerado por s = ¢ = (123), no conjunto
das placas. Exprime-se isto dizendo, relativamente a accao do subgrupo
gerado por s, que é do tipo (1,2 x 1+ 2 x 3). A primeira componente, o
1, refere-se a primeira componente de s.
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5. SOLUCOES

Como ja vimos, dar uma solugao do puzzle implica dar uma funcao
e: E—{1,2,3,4}. Vamos agora estudar em mais pormenor as solugoes
do puzzle do octaedro.

5.1. Solugbes naturais. Sejam e1,e9 : £ — {1,2, 3,4} duas solugoes do
puzzle do octaedro. Diz-se que representam a mesma solugao natural,
se existir w: E — E, w € Q7 tal que

£10W = €9.

Esta relacao entre €1 e €5 € uma relacao de equivaléncia, e uma solugao
natural é uma sua classe de equivaléncia. Note-se que se €; = &5, entao
w ¢ a identidade.

Na pratica, duas representantes de uma mesma solucao natural nao
se distinguem, porque nao ha sistema cartesiano de eixos associado ao
poliedro como vemos na figura 4.

A figura 15 mostra duas solugoes que, nao sendo iguais, representam
a mesma solucao natural.
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O puzzle do octaedro tem dezasseis solucoes naturais distintas. Kis
aqui uma tarefa que pode ser desenvolvida na sala de aula. Cada aluno
pode fazer, independentemente dos outros alunos, o seu puzzle, e, em
seguida confronta o resultado com os colegas. Contam as solucoes dife-
rentes que encontraram e discutem as diferencas entre as solucoes. O que
se segue ¢ também uma ajuda para essa discussao.

5.2. O grupo de uma solugao. O grupo S; X 2 define-se com o se-
guinte produto: se (o1,w1), (02, ws) € Sy X ), entdo (o1, wq)(0g,wa) =
(0’10'2, CUQ(Ul).

Sejac: E — {1,2,3,4} uma solugao do puzzle. O grupo desta solucao,
Ge, é o subgrupo de Sy x Q, tal (o,w) € G se

ogocow =g,

ou, equivalentemente,

eowzafloe.

Esta igualdade implica que a ordem de w é igual a ordem de o, ou
seja que w* é a identidade se e sé se of = 0y. A generalizacao desta

propriedade pode ser consultada na referéncia [3]. Nos dois exemplos
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seguintes procurar-se-ao solucoes cujos grupos tenham como subgrupos
pré-determinados grupos ciclicos.

a) A figura 16 mostra as diferentes possibilidades quando w é a rotacao
de 90° em torno do eixo dos zz (figura 9) e 0 = (1234). A classe de
equivaléncia A da figura 13 tem que estar toda sobre as faces verdes ou
toda sobre as faces roxas. Se A estiver sobre as faces verdes, B estd sobre
as faces roxas. Se A estiver sobre as faces roxas, B estd sobre as faces
verdes.

b) A figura 17 mostra as diferentes possibilidades quando w é a rotacao
de 120° em torno do eixo dos ww (figura 9) e o = (123). Pomos a placa
A sobre a face verde. Claro que B tem de estar sobre a face amarela. A
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classe de equivaléncia C' da figura 14 tem que estar toda sobre as faces
azuis ou toda sobre as faces roxas. Se C' estiver sobre as faces azuis, D
estd sobre as faces roxas. Se C' estiver sobre as faces roxas, D esta sobre
as faces azuis.

5.3. Solugoes equivalentes. Sejam e1,65 1 F — {1,2,3,4} duas so-
lucoes do puzzle do octaedro. Diz-se que sao equivalentes, se existirem
w € N, o€ S, tais que

00E&1O0W = &9.

Claro que, como o nome indica, esta relacao entre €1 e €5 é uma relagao
de equivaléncia. Duas representantes de uma mesma solugao natural sao,
obviamente equivalentes. O puzzle do octaedro tem trés classes de equi-
valéncia, que se identificam olhando para os vértices. Numa solugao, em
cada vértice concorrem quatro numeros, podendo haver duas situagoes
distintas: a) ou sao todos diferentes, b) ou ha uma repeticao. Os vértices
do caso b) estdo marcados nas figuras 16 e 17 com um circulo. Nes-
sa solugao ou héa 0 vértices do tipo b), ou hé 4 vértices do tipo b), ou
hé 6 vértices do tipo b). Sao as trés classes de equivaléncia, que, alids,
aparecem nas figuras 16 e 17.
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Se uma solug¢do tem 0 vértices do tipo b), diz-se que é uma solugao
natural canodnica (das duas existentes). O seu grupo tem ordem 24 e
ajuda a identificar Q* com S;. Veja-se a figura 18.

As quatro rotacoes em torno do eixo dos zz que pertencem a €,
associam-se facilmente aos quatro elementos do grupo gerado por (1234).
As trés rotagoes em torno do eixo dos ww que pertencem a €2, associam-
se facilmente aos trés elementos do grupo gerado por (123). As duas ro-
tagoes em torno do eixo dos vv que pertencem a €2, associam-se facilmente
aos dois elementos do grupo gerado por (23). E assim sucessivamente.

Se uma solugao tem 4 vértices do tipo b), o seu grupo inclui também
(0g,w) em que w é a reflexdo (determinante —1) que usa como espelho o
plano do equador, isto é, o plano zy. O seu grupo tem ordem 8.

Se uma solugao tem 6 vértices do tipo b), o seu grupo inclui também
trés elementos ((ab),w), em que w é uma rotagdo de 180° em torno de
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um eixo ortogonal ao eixo dos ww, que passa pelos centros de arestas
opostas. O seu grupo tem ordem 6.
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